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Sul problema delle formule ben formate

1. - Non c'è bisogno di ricordare ai nostri Lettori l'importanza
che è stata assunta in questi ultimi tempi dalla Logica matema-
tica: abbiamo detto altrove ariche della possibilità che questa
dottrina possa essere inclusa nei programmi dei Licei, almeno
come uno tra gli argomenti facoltativi che l'insegnante può sce-
gliere per dare ai suoi alunni un'idea delle teorie più importanti
della Matematica moderna.

'Riteniamo quindi non inutile esporre un breve capitolo di
logica, riguardante un argomento che non ci sembra privo di in-
teresse. È superfluo aggiungere che la trattazione che segue ha
carattere essenzialmente divulgativo: non possiamo addentr-areì
nell'impresa di esporre qui un argomento cosiffatto in modo sem-
pile rigoroso. Tuttavia crediamo così di poter dare qualche aiuto
agli insegnanti, che potranno avere del materiale di esempio tra
il quale scegliere gli argomenti, presentando i problemi logici
fondamentali al fine di dare almeno la consapevolezza della loro
esistenza, anche se non sarà possibile esporre la loro completa
soluzione.

2.. A ben riflettere, il problema che ci proponiamo di trat-
tare, cioè il problema delle «formule ben formate », sussiste anche
a livello del linguaggio comune; tuttavia noi non siamo abituati
a prender-Io in considerazione, perchè .abbìamo imparato dai pri-
mi anni di vita, con l'uso del linguaggio comune (appreso in modo
- per così dire - « operatìvo») a costruirei il concetto di «frase
dotata di senso ».

Prima di proseguire, notiamo che con il termine «frase» vo-
gliamo indicare un discorso - formato da una proposizione o da
più proposizioni, magari anche molto numerose - del quale abbia
senso dire se è vero o falso; quindi nel senso che vogliamo dare.



2 Sul problema delle formule ben formate

qui a questo vocabolo, non sarà una frase la seguente: «Che
bella giornata! ». È infatti questa la manifestazione di un apprez-
zamento estetico o di uno stato psicologico, che non può essere
giudicata vera o falsa.

Abbiamo imparato - dicevo - nei primi anni di v-ita a di-
-stinguere le frasi dotate di senso dalle semplici successioni di
parole che senso non hanno: per es. la successione di parole: «So·
crate è un uomo» è una frase, mentre non lo sarebbe se mi limi-
tassi a dire: «Socrate è un ».

Analogamente al concetto di « frase dotata di senso », abbia-
mo anche appreso il concetto di «formula ben formata» quando
ci SQnQstati insegnati gli elementi dell' Algebra: ìnvero, indicando
(come si fa abitualmente) con lettere latine minuscole

a, -b, a,... x, y, Z, ...

dei numeri, ed indicando con i soliti simboli le operazioni su di
essi, ci appare come del tutto evidente dl fatto che delle succes-
sioni di segni come la seguente

(1)

sono formule dotate di un senso, almeno nel campo dell' Algebra,
mentre non lo sono delle successioni come le seguenti:

(2) ab + oppure a+b=.

In questo ordine di ddee il concetto di « formula ben formata»
non viene quasi mai p-l'esentato nè richiamato esplicìtamente, per-
chè ovviamente i segni dell'Algebra, per quanto in certa misura
« artìfdcìali », vengono sempre usati con una ben precisa rela-
zione al loro significato. Quindi la formula ben formata coincide,
in modo che diremmo naturale, con la «formula avente signifi-
cato ». Per servìroì del Iinguaggio della Logica, potremmo dire
che, nell'insegnamento dell' Algebra elementare e dell'uso, dei suoi
simboli, vengono regolarmente mescolati i due piani: sin tattico e
semantico, e quest'ultimo acquista quasi sempre un ufficio do-
minante rispetto al primo.

Le ragioni di questo modo abituale di procedere sono varie:
possiamo anzitutto osservare che gli enti che si considerano ven-
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gono quasi automaticamente pensati come appartenenti a certi
insiemi (anelli o campi numerici) dotati di leggi di composizione
interna; e quasi naturalmente, quando s,i spiegano, le eouvenzìoni
per costruire le formule, o per eseguire le operazdonì indicate. in
esse, non ci si sofferma mai a ricordare esplicitamente che ogni
operazione eseguita su una coppia di elementi dell'insieme dà (na-
turalmente!) un elemento dell'insieme. Così peres. quando si
insegnano ai giovani (spesso con molta fatica) le convenzioni che
reggono l'ordine in cui vanno eseguite le operazioni indicate in
una espressione, si tralascia di ricordare una cosa che appare
come del tutto naturale: così, quando si spiega che il simbolo

(3) ((~+b)Xc

esprime qualcosa di ben diverso dal simbolo

(4)

si tralascia di dire che «i.l numero ottenuto dalla operazione in-
dicata tra 'parentesi nella prima deve essere moltiplicata per c»
perchè appare del. tutto «naturale» che la operazione indicata
con

quando è eseguita su due numeri dia per risultato un numero.
Questo abituale modo di presentare le regole de'Il'Algebra

non ci esime tuttavia dall'osservare che, anche nell' Algebra ele-
mentare, le «espressioni» potrebbero essere presentate senza nife-
rimento al loro significato, come pure sequenze (1) di simboli di
tre tipi: lettere (indicanti numeri), simboli di operazione, sim-
bolo di uguaglianza; st potrebbe quindi .dare anche a questo livello
la nozione di «formula ben formata », 'mantenendosi sul piano
puramente sìntattìco.

3. - A complemento delle osservazioni del tutto elementari che
abbiamo fatto nel § precedente, vogliamo ulteriormente ricordace
che l'uso delle parentesi nelle formule algebriche potrebbe essere.

(I) Useremo il termine «sequenza» come sinonimo della espressione
«successione finita di segni»; l'useremo di preferenza, invece dei suoi si-
nonimi, in relazione al parttcolare problema che vogliamo qui trattare.
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presentato anche in altro modo, che è più abituale nelle presen-
tazioni dei calcoli logici e non è sempre sufficientemente messo
in evidenza nelle tr-attazioni comuni; precisamente potrebbe es-
sere presentato come la esistenza di una specie di «gerarchia»
tra i segni di operazione. Per es. 'invece di dire che nella (4) la
operazione di moltiplicazione, indicata con il segno « X » va ese-
guita prima della operazione di somma, indicata con i,l segno
« + » (e che se si volesse indicaee che l'ordine della esecuzione
va inver-tito dovremmo usare le parentesi, come nella (3)), si po-
trebbe convenire di dire che il segno « + » è «più forte» del se-
gno « X » e quindi estende il suo dominio, in avanti, e all'indietro,
fino a che si incontra un segno del suo stesso livello gerarchico.
Tnvece il segno di moltiplicazione « X » estende il suo «dominio»
fino al punto in cui si incontra un segno dello stesso suo livello
gerarchico, oppure di livello superiore. Tale gerarchia può essere
alterata mediante le parentesi, perchè si conviene che tutto ciò
che viene scritto tra due parentesi deve essere inteso come un
tutto unico.

Si può convenire infine che 11 segno « = » sia di un livello
I

gerarchico superiore a tutti gli altri segni e che in ogni espres-
sione ve ne debba essere uno solo.

Come abbiamo detto, questo modo di presentare le cose è fre-
quente quando si tratta di calcoli logici. Ricordiamo per es, le
convenzioni che si espongono nella presentazione del calcolo delle
proposizioni non analizzate; indichiamo con lettere latine minu-
scole in carattere neretto

P, q, r, ...

le singole proposizioni e indichiamo con simboli soli ti

(5) -', v, A,

i tre connettivi fondamentali: negazione, alternativa e congiun-
zione logica. Faremo uso anche del simbolo di «condizionale »,
chiamato anche «implicazione materiale », ponendo come al solito

(6)

convenzionalmente come un altro modo di scrivere I'alternativa

-,pvq
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e leggendo la (6) «p implica q» oppure anche «se p allora q ».
Come è noto, si conviene che tra i simboli (5) quello di nega-

zione sia a livello gerarchico inferiore a tutti gli altri, e che gli
altri due siano di livello gerarchico uguale tra loro; così per es.
nella proposizione seguente

(7) ....,pvq

il segno di negazione si rdferisce alla sola proposizione p; invece
il segno di alternativa «v » estende il suo dominio tanto al segno
« ....,p» che al segno «q ».

Per alterare la gerarchia dei segni nella (7) occorrerebbe usare
le parentesi, e scrivere quindi per e's.

(8) ....,(p v q)

per indicare la negazione della intera alternativa «p v q ».
Da questo primo esempio si trae subito che l'uso delle paren-

tesi risulta necessario per svolgere un calcolo logico, così come
lo è nel calcolo algebr-ico. Si considerino a ta:l fine ulteriormente
i seguenti esempi:

anzitutto lo schema di proposìzione che traduce il dilemma « aut-
aut », cioè la proposizione che è vera allora ed allora soltanto che
una fra le due proposizioni p e q è vera e l'altra è falsa; tale pro-
posizion« è ovviamente data da

(9) (p v q) Il ....,(p Il q)

o anche, applicando una delle leggi di DE MORGAN

(10) (pvq)1I (....,pv....,q).

In questo caso l'uso delle parentesi appare essenziale per dare
senso alla proposizione. Analogamente si consideri la proposi-
zione che traduce la «reductio ad absurdum », proposizione che
scriveremo tacendo uso del segno di implicazione materiale, riser-
vandoci di trad urla poi con l'uso èlella alternativa e della nega-
zione; tale proposizione è la 'seguente:

(11) [p ~ (q Il...., q)] ~....,p;
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traducendo carne si è detta si attiene la

-, [-,p V (q;\-,q)J v-,p

applicando a questa una legge di DE MaRGANsi ha

[-, (-,p);\-, (q ;\-,q]v-,p

ed applicando un'altra volta le leggi di DE MaRGANe la legge della
« doppia negasìone » si ha in definitiva:

( 12) [P;\ (-,q v q)]v-,p .

È chiara che anche in questa caso l'usa delle parentesi appare
carne essenziale.

Come è nato, poìchè l'impiega delle parentesi potrebbe appe-
santire troppo le formule, si sana escogitare delle altre conven-
zionì per alterare le «gerarchie» tra i 'segni; una tra le più dif-
fuse è quella convenzione che parta all'uso di punti accanto ai
connettiwì fondamentali, convenendo che un connettivo accanto
al quale sta un gruppo di 'l'punti « domini », dalla parte da ve i pun-
ti stanno, tutta quella parte di formula che contiene dei connet-
tivi dello stessa livello gerarchico accanto ai quali stanno mena
di r punti (Z).

C0'n queste canvenzioni le (10) e (12) sarebbero scritte nel'la
forma seguente:

(10')

(12')

pvq·;\ ·-,pv-,q.

P;\ ·-,qvq·· v -,p.
I

In modo analogo si considerd la praposiziane seguente che in
alcuni libri nan specializzati viene considerata carne equivalente
alla « reductio ad absurdum »:

(13)

elle, eliminando il simbolo di implicaziane, si può scrivere

(14) [(-,pvq);\q] v-,p

(2) Si veda per es. '\VILLARD V. O. QUINE, Manuuie di logica. (Milano,
1960, trad. di M. Pacifico), parte 1, § 4.
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e, con l'usa dei punti

(14') -,pvq' /\q" V -,p.

Gld esempi che abbiamo. esposti sin qui, ed altri malti che si
potrebbero. esparre, mostrano. chiaramente che è necessaria una
indagine a livella strettamente sìntattico, cioè sull'aspetta - per
così dire - puramente grafica delle espressioni, a prescindere dal
signdfìcato a dai significati che ad esse si potranno. o. si, varranno.
attribuire, per poter costruire un qualunque simbolismo. che abbia
un minima di efficacia e di. coerenz a. Ed il prima passa nella
indagine di cui abbiamo. detta, è quello che parta a precisare 'Ì'l
concetto dd « formula ben formata ».

Invera questa concetto di «farmula ben tormata » (espres-
siane che viene spesso. richiamata con la sigla « Lb.f', » nei trattati
in lingua italiana oppure con la formula «wff », abbreviazione
della espressione inglese «well farmed farmula»)' risulta essere
il correlativo, 'sul piana puramente sìntattico, del concetto di
« espressìone dotata di senso. » sul piana semantico. La sua preci-
sazìone pertanto. ha costituita un progresso fondamentale della
logica simbolica, analoga alla distinziane fandamentale tra se-
mantica e sintassi.

Ciò che abbiamo. detta sin qui potrebbe farse essere conside-
rata carne un bizantinisma inutile, da chi si pane dal punta di
vista della Matematica tradizìonale ; tuttavia nan si può non os-
servare che tale distinziane, tra semantìca e sintassi, è stata
messa in luce come necessaria dagli studi di Lagica; e nan c'è
appella alla «In tuìzione » oppure magari alla «intelligenza» del
letta re che passa esimere dal lavoro di ricerca del rigare nell'uso
del forma.lismo.

4. - Pani ama ci dal punta di vista della logica che viene chia-
mata «di prima grado » oppure anche «lagica delle proposìsioni
non anaLizzate» e); più precisamente poniamoci dal punta di vista
strettamente sìntattìco, cioè prescindiamo. dal significata dei se-

(3) Abbiamo mutuato queste espressioni dai trattati correnti; in parti-
colare la seconda mette in luce la differenza tra le teorie che stiamo trat-
tando e la Logica classica, la quale analizzava le proposizioni, distinguendo
in esse soggetto, predicati ecc.
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gni che scriveremo ; pertanto, secondo l'usa, diremo che l'insieme
delle regale che daremo sai-anno delle regale eli un « ealcolo 10'-

gica ».
Abbiamo detta che i segni che scriveremo saranno conside-

rati carne sprovvistì di significata (nel senso mtuìtivo del termi-
ne): essi dovranno avere la sola caratteristica di essere riconoscì-
bili dalla 10'1'0' forma tipografica. La definiziane di «formula ben
farmata» conduce a precisare, tra tutte le passibili sequenze dei
segni che scriveremo, quelle che considereremo accettabili nel no-
strccalcolo.

Consìdereremo tre tipi di segni: i segni del primo 'tipo saranno
delle lettere latine minuscole, ~he scriveremo in carattere gras-
setto, carne nelle formule da (6) a (14).

Per la verità osserviamo che si potrebbe usare una sola let-
tera, per es, P, apponendo degli apici a degli asterischi quando
si tratti di distinguere dei segni diversi; per es. i segni del prima
tìpo potrebber-o essere

(15)

e così via.
'I'uttavia per comodità di scrittura e di lettura sì Introdu-

cono anche delle altre lettere, carne noi abbiamo già fatto.
I segni del secondo tipo sana i tre connettdvì (5) che hanno

la forma tipografica da noi già presentata

(5) v

e che chiameremo, convenzionalrnente «segno di negazione », «se-
gno di alternativa» e «·segna di cangiunziane» rispettivamente,
anche se non attrìbuiremo a queste denominazioni il significata
che esse hanno abitualmente quando vengono usate.

Considereremo dnf'ìne anche, tra i segni che dobbiamo usare,
le parentesi, e precisamente la parentesi aperta e la parentesi chiu-
sa « ( » e « ) ». A questi ulti~i segni daremo il 'significata abituale
che si dà anche nell' Algebra: precisamente se conveniamo di chia-
mare « propoeisionì atomiche » i singoll 'segni che sana elencati
nella (15) e di chiamare « proposizioni molecolari » quelle che sona
for-mate dalle proposizioni atomiche per mezzo delle regale che
daremo, le parentesi potranno essere usate per rinchiudere una sin-
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gola proposizione molecolare, in modo che quella a sua vo.lta possa
essere sottoposta alle manipolazioni che ammetteremo val'ide, per
ottenere ulteriori proposizioni.

Le regole cui accennavamo sono le seguenti:

1) Ogni proposizione atomica è una f.b.f.·

2) Ogni formula che S'i.ottiene premettendo 'il segno di ne-
gazione ad una f.b.f. è pure una formula ben formata.

3) Ogni formula che si ottiene ponendo il segno' di alterna-
tiva o il segno di congiunzione tra due f.b.f. è una formula ben
formata.

4} Nessuna altra formula del nostro calcolo è una formula
ben formata (4).

Le quattro regole che abbiamo enunciate permettono di co-
struire, con un numero finito di operazioni, ogni formula ben for-
mata del nostro calcolo. È Interessante osservare che queste re-
gole permettono anche di decidere se una formula scritta appar-
tiene alla categoria delle formule ben formate, cioè di quelle che,
in una interpretazione semantìca del nostro calcolo, possono ee-
-sere considerate come proposizioni. Tuttavia, ,a questo scopo, è
necessario stabi lir-e prima delle convenzioni per l'uso corretto delle
parentesi: tali convenzdoni possono forse apparite come tediose,
ma le ricordiamo qui per dare un esempio delle precauzioni che
sì devono osservare per svìncolarsì da quella che è abitualmente
chiamata la «intuizione» e che può portare a delle fallacie dalle
quali è difficile liberarsi.

Le convenzioni per l'uso delle parentesi. a cui accennavamo
traggono origine dalla procedura che cO{lduce alla costruzione delle
f.b.f.; questa procedura sostanzialmente porta a rinchiudere ogni
f.b.f. tra due parentesi, la prima aperta e l'altra chiusa, quando
d a una f.b.f. che non sia una delle iniziali (15) si voglia costruir-ne
LUla 'seconda a partire dalle regole 3 e 4.

Ovviamente il problema diventa un poco più complicato quan-
do si 'Sia di fronte ad una data espressione e ci si domandi di
decidere,con un numero finito di operazioni, se essa appartenga

(4) Si veda per es. ETTORE CASARI, Lineamen.ti (U logica matematica,
(Milano, 1959), cap. 1, § 2.
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alla classe delle f.b.f., cioè essa sia 'stata ottenuta soltanto uti-
l'izzando le regole i, 2, 3, 4.

A tal fine occorre dare un criterio per decidere anzitutto se
l'uso delle parentesi è stato tatto in modo corretto; una breve
analisi porta a concludere che devono essere soddisfatte le se-
guenti condizioni:

1) Il numero delle parentesi che entrano 'in una f.b.f. è pari
(eventualmen te zero);

2) Il numero delle parentesi aperte è uguale a quello delle
parentesi chiuse;

3) Esaminando i segni della formula per es, da sinistra
a destra, la prima parentesi che si incontra deve essere aperta e
l'ultima deve essere chiusa.

Quando siano verificate queste tre condizioni, il controllo del
fatto se una espressione è una f.b.f. si può fare con la procedura
seguente: procedendo da sìnistra a destra,si consideri la prima
parentesi chiusa che si incontra; questa non può essere la prima
parentesi, per la condizione 3; 's,i consideri poi la parentesi im-
mediatamente precedente la prima parentesi chiusa incontrata;
essa è aperta e la formula racchiusa tra queste due deve eseere
una f.b.f.; 'si «'segnino», queste due parentesi considerate e si
proceda di nuovo in avanti, fino ad incontrare la prima paren-
tesi chiusa che non sia stata già segnata; ,si retroceda fino alla
parentesi aperta (non già 'segnata) immediatamente precedente;
la formula compresa tra queste due parentesi deve essere una.
f.b.f.; si .segnino queste due parentesi e si proceda in avanti, fino
alla prima parentesi chiusa che non sia già stata 'segnata e così

I

via ...
Si consideri a 'titolo di esempio la formula seguente, dove

abbiamo segnato con al, az, a3 le parentesi chiuse che si incon-
trano successivamente con il procedimento e con bl, bz, b3 le cor-
rispondenti parentesi aperte che vengono «segnate » in corrispon-
denza alle parentesi chiuse incontrate:

(--,(pvq)v(--'PVq) )/\q.
b3 b1 al b2 a2a3

Si noti anche che la clausola la quale 'impone che la formula.
racchdusa tra due parentesi che vengono segnate insieme sia una.
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formula ben formata è fondamentale ; a titolo di esempio si veda
la formula seguente, nella quale sono soddisfatte le condizioni 1,
2, 3 r'iguardanti le parentesi

( -, (p v q) v ) q

ma che non è una formula ben formata e).

5. - Prima di proseguire con gli ulteriori sviluppi, vale forse
la pena di osservare che le regole esposte per verificare se le pa-
rentesi sono bene messe in una formula ben formata possono
apparire non molto semplic-i ma che, d'altra parte, di regole co-
siffatte non possiamo fare a meno; ìrivero 'se il lettore si ferma
un poco a riflettere, troverà che anche nell' Algebra elementare
si dovrebbero esporre delle regole analoghe per verificare se una
espressione algebrica è scritta bene, cioè rappresenta un numero,
dell'anello ovvero del campo che si considera. Il fatto che di solito
tali regole non vengano enunciate non sìgnìfaca che esse n011siano
necessarie: significa soltanto che, nel caso delle espressioni alge-
bi-iche, l'aspettosemantico prevale in modo tale sull'aspetto sin-
tattico che si pensa bene di affidare al «buon senso» la consta-
tazione che le parentesi siano ben messe; come è noto, per facili-
tare il compito,si indicano in modo diverso le coppie di paren-
tesi «corrispondenti»:' con graffe, parentesi quadre, parentesi
tonde di vario tipo; di fatto tuttavia noi automaticamente seguia-
mo le regole che sono state enunciate quando vogliamo, raggiun-

J

(5) Si noti che Ie convenzioni che noi esponiamo qui non sono le sole
che possono essere adottate per le parentesi: poichè l'argomento è di grande
importanza anche per i linguaggi dei calcolatori elettronici, in tali lin-
guaggi si sono messe a ~unto delle procedure per il controllo delle pareri-
tesi. Dna tale procedura potrebbe essere quella di assegnare il «peso» + 1
ad ogni parentesi aperta, il «peso» -1 ad ogni parentesi chiusa impo-
nendo che siano soddisfatte re seguenti condizioni: a) il «peso'» delle pa-
rentesi di una parte di formula a partire d'a _sinistra deve sempre
essere positivo; b) il «peso s complessivo di una formula deve essere
uguale a zero. _

Si veda per es. ROBERTL. LEDLEY,Proçrarnminç and ittilizing digital
comouters, (New York, 1962, cap. 5, Sez. 5.8) oppure SILVANOAMBBOSIO,
Lingitaggi atçebrici, (Torino, 1965), § 1.43.

Per quanto r-iguarda la questione delle parentesi nelle formule, si veda
'anche STEPHENC. KLEENE,Introtiuctiow to Metcma.tliematics, (Amsterdam,
1959), cap. 2, § 7.
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gere tale scopo ; la sola d'ifferenza è che tra due parentesi che
sono state «segnate », in una delle fasi del procedimento che è
stato descritto, deve esserci non una f.b.f. ma un «numero », cioè
un numero singolo oppure uno ottenuto con l'applicazione cor-
retta delle operazioni.

Sorge tuttavia spontanea la domanda se non sia possibile
escogitare delle altre procedure, che possano essere giudicate più
semplici o per es. possano dar luogo ad un programma semplice
quando si voglia affidare la loro esecuzdone ad un calcolatore elet-
tronico.

A tal fine ci interessa qui ricordare che il sistema di nota-
zioni logiche di cui abbiamo parlato non è I'unico che storica-
mente è stato escogitato.

Ricordiamo per es. che G. FREGE aveva escogitato un sistema
di notazioni logiche, le qual!i tuttavia 'pongono delle gravì diffi-
coltà tipografiche per essere realizzate e dànno luogo ad un sim-
bilismo che non è molto comodo. Tuttavia, accanto alle notazioni
che abbiamo esposte, e che risalgono essenzialmente a D. HILBERT

ed alla 'sua scuola, vi sono anche altre notazioni, che risalgono
alla ,scuola del logico polacco LUKASIEWICZ; esse possono appa-
rire forse a prima vista più complììcate di quelle della scuola di
HILBERT e di quelle equivalenti della scuola di PEANO e poi di
B. Rtrssnr., ma per un matematico risultano essere forse più co-
mode, e soprattutto permettono di risolvere con estrema facilità,
come vedremo, il problema d'ella decisione in relazione alle I.b.f.,
cioè di dare un criterio che appare molto più semplice di quelli
esposti fin qui per determinare se una espcessione sia una f.b.f.
oppure no.

Nelle notazioni della scuola polacca vi suno dei segni di tre
specie; quelli della prima specie sono analoghi a quelld che ab-
biamo così chiamati in relazione al calcolo logico che abbiamo
esposto; saranno da noi indicati con lettere minuscole dell'alfa-
beto latino, scritte. in carattere solito (non gl'assetto).

Vi è un unico segnoda seconda specie: la lettera maiuscola
N; vi sono due segni di terza specie: le lettere maiuscole A e K.
Il ,segno N corrisponde al segno di negazione del calcolo logico

(6) Si vec1a per es. INNOCENZO 1\1.. BOCHENSIG, Nove. lezioni cl'i toçica
simbolica, (Roma, 1938),



Sul 1J7'0 blema aeue formule ben f01"111 ate 13

di HILBERT, le lettere A e K corrispondono rispettivamente ai se-
gni di alternativa e di congiunzione del calcolo logico suddetto.

Si hanno così le seguenti corrispondenze di simbolìsmo, tra
la notazione di HILBERT e quella della scuola polacca:

Negazione (non p) -, p Np

Apq

Kpq.

Alternativa (1) oppure q) p v q

Congiunzione (1) e q) p 1\ q

Le regole per la formazione delle f.b.f., nelle quali - ripetia-
mo - non sono precisati i significati dei simboli, sono le seguenti:

1) I segnd d'i prima specie sono f.b.f.;

2) Una f.b.f. preceduta da N è pure una f.b.f.;

3) Una coppia di f.b.f. preceduta da uno dei segni A. op-
pure K è pure una f.b.f;

4) Nessuna altra f.b.f. può essere costruita con procedi-
menti diversi da questi.

La convenzione di costrtrire le f.b.f. facendo precedere i se-
gni di seconda e terza specie a quelli di prima oppure alle coppie
di f.b.f. permette di eliminare le parentesi da questo calcolo.

Per convìincersì della verità di questa asserzione si può pen-
sare ad un sistema di convenzioni del seguente tipo: si convenga
di assegnare un «peso» ad ogni lettera e precisamente: .il «peso»
+1 alle lettere minuscole, il «peso» zero alla lettera N, il «pe-
so» - 1 alle lettere A e K. Allora dalle regole di formazione che
abbiamo date si trae immediatamente che ogni f~b.f. necessaria-
mente soddisfa alle seguenti condizioni:

a) ogni f.b.f. possiede «peso» complessivo + 1;

b) ogni f.b.f. è tale che, sopprimendo a partire da sinistra
un numero qualunque di segni successìvì che le appartengono, il
peso della sequenza che rimane è maggiore di zero.

In base a queste condìizionì necessarie si trae immediata-
mente la validità della seguente

OSSERVAZIONE - In ogni f.b.f. l'ultimo segno a destra deve
essere di prima specie, ed il primo a sinistra, quando la formula
contenga più di un segno, non può essere di prima specie (cioè
(leve essere di seconda o di terza specie).
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La prima parte della osservazione risulta essere evidente dal-
la condizione b); la seconda dalle regole 2 e 3.

Per intenderei, nelle analisi che seguiranno, useremo anche
modi di esprimerei che porteranno a considerare i segni di seconda
e. terza specie (lettere maiuscole) come «operatori»: precisamen-
te lil segno N come un operatore che, premesso ad una formula

I.
ben formata, produce una seconda formula pure ben formata, in
base alla regola 2; la f.b.f alla quale è premesso l'operatore N
verrà chiamata anche 1'« argomento» di questo operatore; analo-
gamente le lettere A e 1[ 'saranno considerate come operatori ognu-
no dei quali, premesso- ad una coppia di f.b.f'., dà una f.b.f., secon-
do la regola 3; le f.b.f. della coppia ordinata, alla quale è pre-
messo uno degli operatori A oppure K verranno. pure chiamate
« argomenti» di questi operatori.

In base a quanto precede, si possono stabilìre le convenzioni
precise che permettono di ev-itare l'uso delle parentesi, per e-s. nel
modo seguente: anzitutto si conviene che, quando nell'esame dei
segni che costituiscono una f.b.f. si incontra una lettera N, l'ar-
gomento. di questo oper-atore sia la prima sequenza di peso + 1
che ,si incontra immediatamente a destra del segno N.

Inoltre si esamini la formula, per ipotesi ben formata, da si-
nistra a destra; se la prima lettera a sini-stra è N, sopprimendo
questa lettera si ottiene una formula che è ancora ben formata
(regola 2) e che è l'argomento dell'operatore N. Se la prima let-
tera a sindstra rimasta è ancora N si ripete !il ragionamento pre-
cedente, fino a sopprimere ogni simbolo N a sinistra; se la prima
lettera rimasta a sinistra è A oppure 1[, sopprimendo tale lettera
si ottiene una sequenza che non è più una f.b.f., perchè è di peso
+ 2; si esamini allora tale sequenza a partire da destra e si « stac-
chi» da essa la prima sequenza che così si incontra e che soddi-
sfa alla duplice condizione di essere una f.b.f. e che ciò che ri-
mane dopo la sua soppressione sia ancora una f.b.f. Le due for-
mule ben formate che così si ottengono (quella che sl è «etacca-
ta» e quella che rimane) sono glti «argomenti» dell'operatore A
oppure 1[ che. è stato soppresso a sinistra.

Per Ia illustrazione delle convenzioni ora esposte, si consideri
ad esempio la seguente formula:

(16) -, f( -, (p v q) i\ (-,p V q)) v-,r]

la quale, scritta con il simbol'ìsmo di lIILBERT, richiede, come si
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vede, quattro coppie di parentesi e che wìene tradotta nel simbo-
lismo della scuola polacca con la formula seguente

(17) NAKNApqANpqNr.

È facile anzitutto verificare che la formula precedente sod-
disfa alle ccnd'ìz.iond a) e b) enunciate sopra. Si noti poi che in
essa non vi è bisogno di parentesi: invero,~ soppressa la prima N
a sinistra che ha come argomento tutta la f.b.f. che sta alla sua
destra, e che corrisponde al segno di negazione che è 'Ìl primo
nella formula (16), e soppresso poi il simbolo A che viene subito
dopo il simbolo N) si ottiene la sequenza di segni

KNA pqANIJ'qNr

che non è più una f.b.f., perchè è eli peso + 2. Se esaminiamo ora
la sequenza a cominciare da destra si vede che esiste un solo modo
d'i individuare a partire da destra una sequenza che abbia peso
+ 1 e che, una volta staccata, lascì alla sua sinistra una t.b.L:
precisamente non si può che staccare la sequenza Nr; ciò che ri-
mane è la sequenza

KNApqANpq

che è una f.b.f.; se conveniamo di indica da per brevità con l'unica
lettera e, avremo che la (17) può essere scritta nella forma

NAsNr.

L'anal'isì può ora 'essere ripresa sulla f.b.f. che abbiamo indi-
cata con s, e non offre più nessuna difficoltà.

Per concludere questo paragrafo, possiamo dare a titolo di
esempio e di esercizio la traduzione, 'con le convenzioni del cal-
colo di cui ci stiamo occupando, delle formule (10), (11) e (14)
scrdtte sopra. Esse vengono trascritte, ,senza l'uso di parentesi,
con le formule segueutì rispettivamente:

(10")

(12")

(14")

KApqA:NpNq

AKpANqqNp

AKANpqqNp.
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6.. L'analisi che abbiamo condotto fin qui ci permette anche
d:i ottenere qualche cosa di più: precisamente permette di dimo-
strare che le condizioni C~) e b), enunciate nel § precedente come
ovviamente rìecessarie perchè una sequenza di segni delle tre spe-
cie sia una f.b.f., sono anche sufficienti perchè si venifichi tale
circo-stanza.

Per dimostrare questa proprietà applichiamo il metodo di
induzione ; precisamente chiamiamo tunçheeea. dd una sequenza H
numero di segni che la costituiscono ed osserviamo, che la pro-
prietà è certamente vera per una sequenza di lunghezza 1; dimo-
striamo poi che se la proprietà è vera per ogni sequenza di lun-
ghezza mlinore di n essa risulta vera anche per una sequenza di
lunghezza n.

Supponiamo quindi data la nostra sequenza S di lunghezza
n; o-sserviamo-che potremo sempre supporre che il primo segno a
sinistra non sia N; Infattì sopprimendo quel segno o quei segni N
che eventualmente vi fossero al primo posto a sinistra otterremo
mo una sequenza dello stesso peso della prima, che soddisfa alle
stesse condizioni della prima e che ha lunghezza minore di n. Sup-
posto che sia n >1, osserviamo che il primo segno a sinistra non
può essere di prima specie : infatti, se così fosse, ciò che si ottiene
sopprimendo tale segno dovrebbe avere peso zero, per la proprietà
a.) e per la convenzione di peso che abbiamo' attribuito ai segni
di prima specie; ma ciò contraddice alla proprietà b). Quindi il
primo segno a sinistra è certo un segno A oppure J(; sopprìmen-
dolo abbiamo una sequenza che non può certo- essere una f.b.f.,
perchè è di peso + 2.

Poichè il numero + 2 può essere ottenuto in un modo sol-
tanto come somma di due numeri 'interi maggiori di zero e pre-
cisamente come somma di 1+1, potremo considerare la nuova se·
quenza di peso + 2 che abbiamo ottenuta come una successione
di duesequenze di peso + 1: Indichi amole nell'ordine da sinistra
a destra con SI ed S2, ed o-sserviamo che a prima vista vi può
essere ambiguità nella determinazione di SI ed S2, perchè se vf
fossero dei segni N nel punto in cui finisce l'una ed incomincia
l'altra, essi potrebbero venire indifferentemente considerati appar-
tenenti alla SI oppure a.lla S2 senza alterare il peso di tali sequen-
ze paraial'i ; conveniamo pertanto di attribuire tutti i segni N)
eventualmente presenti nel punto di separazione, alla S2 in modo
che il segno finale della SI sia di prima specie.

f
\
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Allora la Sz risulta essere chiaramente una sequenza di lun-
ghezza minore di n e soddisfacente alle condizioni a) e b) del §
precedente e pertanto per ipotesi risulta essere una f.b.f. Ma tale
risulta essere anche la SI J perchè essa pure ha lunghezza minore
di n e soddisfa alle condizioni suddette: infatti la sequenza otte-
nuta dalla successione delle sequenze parziali SI ed Sz ha peso
+ 2; ma la Sz è una f.b.f. come abbiamo già dimostrato e, per
il modo con cui è stata costruita la SI, si vede immediatamente
che 'anche per essa sono soddisfatte le condizdon'i CL) e b) più volte
richiamate. Pertanto ognuna delle sequenze parziali SI ed Sz è
una formula ben formata, 'Per ipotesi, e la sequenza originaria è
stata ottenuta premettendo un segno di terza specie (d'i peso - 1)
ad una coppia di f.b.f. ed è quindi a sua volta una f.b.f.

C. F. MANARA
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